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ΜΑΘΗΜΑ   22                                    

1.8    ΣΥΝΕΧΕΙΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ 
         Ορισµός της συνέχειας 
         Πράξεις µε συνεχείς συναρτήσεις 
         Συνέχεια συνάρτησης σε διάστηµα  
         Θεωρία – Ασκήσεις 

 

ΘΕΩΡΙΑ 

1. 
Ορισµός     
Συνάρτηση  f   λέγεται συνεχής σε σηµείο  οx   του πεδίου ορισµού   της,    
όταν  

οx x
lim
→

f (x) = f ( οx ). 

Γεωµετρική ερµηνεία::    Η   fC   συνεχίζεται (δε διακόπτεται) στη θέση  οx . 

 
 
2. 
Ορισµός 
Συνάρτηση  f   λέγεται συνεχής,  όταν είναι συνεχής σε κάθε σηµείο  του πεδίου 
ορισµού της. 
 
 
3. 
Βασικές συνεχείς συναρτήσεις 
Πολυωνυµική,   ρητή,  ηµx,  συνx,  εφx,  σφx,  εκθετική,  λογαριθµική. 
 
 
4. 
Πράξεις  
Πράξεις µεταξύ συνεχών συναρτήσεων δίνουν συνεχή συνάρτηση. 
 
 
5. 
Η σύνθεση συνεχών συναρτήσεων είναι συνεχής συνάρτηση. 
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6. 
Θεώρηµα  Bolzano 
Αν  συνάρτηση  f  είναι συνεχής σε κλειστό διάστηµα  [α,  β]   και  f (α) f (β) < 0,  
τότε υπάρχει ένα τουλάχιστον  οx ∈(α,  β)  τέτοιο,  ώστε  f ( οx ) = 0 

Άλλη έκφραση του συµπεράσµατος: 
η εξίσωση  f (x) = 0   έχει µία τουλάχιστον  ρίζα στο ανοικτό διάστηµα  (α,  β)   
Γεωµετρική ερµηνεία του συµπεράσµατος: 
η  fC  τέµνει τον άξονα  x x′   σε ένα  τουλάχιστον  σηµείο. 

Συµπλήρωση 
Αν επί πλέον η συνάρτηση είναι γνησίως µονότονη στο  [α,  β],  τότε το  οx   είναι 
µοναδικό. 
 
 
7. 
∆ύο άµεσα συµπεράσµατα. 
α)    Αν συνάρτηση  f  είναι συνεχής και δε µηδενίζεται σε διάστηµα  ∆,  τότε   
       διατηρεί πρόσηµο στο  ∆. 
β)    Αν  τοποθετήσουµε τις ρίζες συνεχούς συνάρτησης  στον  άξονα  x x′ ,  τότε η   
       συνάρτηση διατηρεί πρόσηµο σε καθένα από τα διαστήµατα που ορίζονται. 
 
 
8. 
Θεώρηµα ενδιάµεσων τιµών. 
Αν  συνάρτηση  f  είναι συνεχής σε κλειστό διάστηµα  [α,  β]   και  f (α)≠  f (β) ,  
τότε , για κάθε αριθµό  η  µεταξύ των  f (α),  f (β)  υπάρχει ένας τουλάχιστον  

οx ∈(α,  β)  τέτοιος,  ώστε  f ( οx ) = η. 

 
 
9. 
H  εικόνα  διαστήµατος 
Αν συνάρτηση  f  είναι συνεχής και µη σταθερή σε διάστηµα  ∆,  τότε η εικόνα  
 f  (∆)  είναι διάστηµα. 
Προσοχή.   Η εικόνα κλειστού είναι κλειστό. 
                    ∆εν είναι σίγουρο ότι συµβαίνει το ίδιο µε ανοικτό. 
 
 
10. 
Θεώρηµα  µέγιστης – ελάχιστης τιµής. 
Αν  συνάρτηση  f  είναι συνεχής σε κλειστό διάστηµα  [α,  β],  τότε έχει µέγιστο  Μ 
και ελάχιστο  m. 
 
Άµεσο συµπέρασµα.     α)    f ([α,  β]) = [m,  Μ ] 
                                        β)     Αν  m = Μ  τότε  f   σταθερή 
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11. 
Φανταζόµαστε τη   γρ.  παράσταση 
Αν  συνάρτηση  f  είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα σε διάστηµα  [α,  β],   
τότε    f ( [α,  β] ) = [ f (α),  f (β)] 

Αν  συνάρτηση  f  είναι συνεχής και γνησίως φθίνουσα σε διάστηµα  [α,  β],   
τότε    f ( [α,  β] ) = [ f (β),  f (α)] 

Αν  συνάρτηση  f  είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα σε διάστηµα  (α,  β),   

τότε    f ((α,  β)) = (
x α
lim

+→
f (x),   

x
lim

−→β
f (x)) 

Αν  συνάρτηση  f  είναι συνεχής και γνησίως φθίνουσα σε διάστηµα  (α,  β),   

τότε    f ((α,  β)) = (
x
lim

−→β
f (x),  

x α
lim

+→
f (x) )  

 
12. 
Αν  συνάρτηση  f  είναι συνεχής σε διάστηµα  (α,  β)   µε   
         

x  
lim
→ α

f (x) = –∞    και     
x  β
lim
→

f (x) = +∞ , 

τότε η  f   έχει µία τουλάχιστον ρίζα στο διάστηµα  (α,  β)   

Το ίδιο ισχύει αν τα   –∞  ,   +∞    εναλλαγούν 
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

1η   ενότητα    
1. 
Για συνάρτηση  f : →ℝ ℝ   δίνεται ότι  ( )f x y + = ( )f x + ( )f y   για κάθε   
x, y∈ℝ .  Να αποδείξετε ότι : 

i)   Αν η  f  είναι συνεχής στο   0,  τότε είναι συνεχής στο  ℝ . 
ii)   Αν η  f  είναι συνεχής σε σηµείο  α ,  τότε είναι συνεχής στο  ℝ . 

Προτεινόµενη λύση 
i) 
f  συνεχής στο   0    ⇒     

x 0
lim
→

( )f x = ( )f 0     (1) 

Από την υπόθεση   ( )f x + y  = ( )f x + ( )f y      (2) ,   για  x = y = 0   έχουµε 

                               ( )f 0 0+ = ( )f 0 + ( )f 0     ⇒    ( )f 0  = 0 

(1)   ⇒     
x 0
lim
→

( )f x = 0       (3) 

Έστω  οx ∈ℝ   τυχαίο.      

x x
lim

ο→
( )f x = 

h 0
lim
→

( )f x h
ο
+   

(2)
=   

h 0
lim
→

[f(x o) + f(h)]             

                                                = 
h 0
lim
→

 f(xo) + 
h 0
lim f(h)
→

                                      

                                               
(3)
=  f(xo) + 0  =  f(xo)  άρα f συνεχής στο τυχαίο x

ο
 

ii) 
f  είναι συνεχής στο  α   ⇒     

x α
lim f(x)
→

= f(α)          

                                                  
h 0
lim
→

( )f + hα  = f(α)   
(2)
⇒  

                                                  
h 0
lim
→

[ f(α) + f(h)] = f(α) 

                                                  
h 0
lim
→

 f(α) + 
h 0
lim f(h)
→

 = f(α)  

                                                   f(α) + 
h 0
lim f(h)
→

 = f(α) 

                                                  
h 0
lim f(h)
→

 = 0 = ( )f 0  

Άρα  f  συνεχής στο   0 ,  οπότε   κατά το  ( i ) , συνεχής στο  ℝ   
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2. 
Για συνάρτηση  f : ∗ ∗→ℝ ℝ   δίνεται ότι  ( )f xy = ( )f x ( )f y   για κάθε   

x, y∈ ∗
ℝ .  Να αποδείξετε ότι : 

i)    Αν η  f  είναι συνεχής στο  1,  τότε είναι συνεχής στο  ∗
ℝ . 

ii)    Αν η  f  είναι συνεχής σε σηµείο  α∈ ∗
ℝ ,  τότε είναι συνεχής στο  ∗

ℝ . 

Προτεινόµενη λύση 
i) 
f  συνεχής στο   1    ⇒     

x 1
lim
→

( )f x = ( )f 1     (1) 

Από την υπόθεση   ( )f xy = ( )f x ( )f y      (2)    

Για  x = y = 1   έχουµε     ( )f 1 1⋅ =  ( )f 1 ( )f 1   ⇒     

                                         ( )f 1  = 1    

(1)   ⇒     
x 1
lim
→

( )f x  = 1       (3) 

Έστω  οx ∈ℝ   τυχαίο. 

ox x
lim
→

( )f x  = 

o

x 1
x

lim
→

( )f x  = 
h 1
lim
→

 f(xo h)     ( θέσαµε  
o

x = h
x

,  οπότε  x = οx h) 

                                         
(2)
=   

h 1
lim
→

[ ( )of x ( )f h ]       

                                          =  
h 1
lim
→

( )of x . 
h 1
lim
→

( )f h  
(3)
=   ( )of x ⋅1  =  ( )of x  

άρα  f  συνεχής στο τυχαίο οx  

 
ii) 
f  είναι συνεχής στο  α  ⇒   

x
lim
→α

( )f x  = f(α) 

                                               
x 1
lim
→

α

( )f x  = f(α)  ( θέτουµε  x = h
α

,  οπότε  x = α h) 

                                               
h 1
lim
→

( )f hα  = f(α)   

                                       
(2)
⇒    

h 1
lim
→

[ f(α) ( )f h ] = f(α)  

                                               
h 1
lim
→

 f(α)⋅
h 1
lim
→

( )f h  = f(α)  

                                               f(α)⋅
h 1
lim
→

( )f h  = f(α)  

                                               
h 1
lim
→

( )f h  = 1 = ( )f 1  

Άρα  f  συνεχής στο   1 ,  οπότε   κατά το  ( i ) , συνεχής στο  ∗
ℝ  
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3. 
Έστω συνάρτηση  f : →ℝ ℝ   για την οποία ισχύουν 
i)    f  συνεχής στο  0 
ii)   ( )f x + y  + x + y = [ ( )f x + x ] [ ( )f y + y ]   για κάθε   x, y∈ℝ  

iii)   ( )f x  ≠ 0     για κάθε   x,∈ℝ  

Να αποδείξετε ότι , η f  είναι συνεχής στο  ℝ . 
Υπόδειξη.       
( )f x + y   = [ ( )f x + x ] [ ( )f y + y ] – x – y    

                       και ακολουθούµε την άσκηση   1.i) 
 
 
4. 
Αν η  συνάρτηση  f : →ℝ ℝ   είναι συνεχής στο 1   και    

x 1
lim
→ ( )

2

x(x 1) f(x)
2

x 1

π− +συν

−
 = 1 ,  να υπολογίσετε την τιµή  f (1). 

Προτεινόµενη λύση 

f  συνεχής στο  1   ⇒     
x 1
lim
→

( )f x = ( )f 1 . 

Οπότε , αρκεί να βρούµε το  
x 1
lim
→

( )f x . 

Θέτουµε     g(x) = 
( )

2

x(x 1) f(x)
2

x 1

π− +συν

−
    κοντά στο  1. 

Τότε   
x 1
lim
→

 g(x) = 1    και     g(x) (x – 1 2) = (x – 1) ( )f x + συν x
2
π  

                                              g(x) (x – 1 2) –  συν x
2
π  = (x – 1) ( )f x  

                                              ( )f x  = g(x) (x – 1) –  
x

2
x 1

πσυν

−
       (1) 

 
 Αλλά     

x 1
lim
→

[ g(x) (x – 1)] =  
x 1
lim
→

g(x)⋅
x 1
lim
→

(x – 1) = 1⋅0 = 0   και     

x 1
lim
→

x
2

x 1

πσυν

−
  = 

x 1 0
lim
− →

x
2

x 1

πσυν

−
.    Θέτουµε  x – 1 = u, οπότε  x = 1 + u και  u 0→  

                      = 
u 0
lim
→

(1 u)
2

u

π +
συν

  = 
u 0
lim
→

( )u
2 2
u

π πσυν +
   

                      =  
u 0
lim
→

u
2

u

π−ηµ
         =  –

2
π  

u 0
2

lim
π →

u
2

u
2

πηµ

π
 =  –

2
π ⋅1 = –

2
π  

Άρα  (1) ⇒
x 1
lim
→

f(x) = 0–( )2
π− = 

2
π  
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5. 
Έστω συνάρτηση  f : →ℝ ℝ ,  η οποία  για κάθε  x∈ ∗

ℝ  ικανοποιεί τη σχέση   
                                         │x f (x)│≤  │x – ηµx│. 
Αν η  f  είναι συνεχής στο  0,  να υπολογίσετε την τιµή  f (0). 

Προτεινόµενη λύση 
f  συνεχής στο  0   ⇒     

x 0
lim
→

( )f x = ( )f 0 . 

Οπότε , αρκεί να βρούµε το  
x 0
lim
→

( )f x . 

Από την υπόθεση έχουµε   |x||f (x)| ≤  │x – ηµx│ 

Για  x  κοντά στο  0     │ f (x)│ ≤    
x x

x
−ηµ

 

                                      0 ≤│ f (x)│ ≤    x x
x

−ηµ   

                                      0 ≤│ f (x)│ ≤    x1
x

ηµ
−  

 

Αλλά  
x 0
lim
→

x
x

ηµ  = 1    άρα   
x 0
lim
→

x1
x

ηµ
−  = │1 – 1│ = 0. 

Από το κριτήριο παρεµβολής θα έχουµε  
x 0
lim
→

│ f (x)│= 0 ,  οπότε και  
x 0
lim
→

( )f x = 0 

 
 

2η   ενότητα    
6. 
Έστω συνάρτηση  f  συνεχής στο διάστηµα  [α, β]  µε  f (α)≠  f (β).  Να αποδείξετε 
ότι υπάρχει  ξ∈(α, β)  τέτοιος , ώστε   5f (ξ) = 2f (α) + 3f (β). 
Προτεινόµενη λύση 
Αναζητώ ρίζα της εξίσωσης     5f (x) = 2f (α) + 3f (β)   στο διάστηµα  (α, β)   
                                                  5f (x) – 2f (α) – 3f (β) = 0     
Θεωρώ τη συνάρτηση   g(x) =  5f (x) – 2f (α) – 3f (β) ,  x∈[α, β]  που είναι συνεχής 
Οπότε ,  αναζητώ ρίζα της εξίσωσης   g(x) = 0 
    
Είναι    g  συνεχής  στο  [α, β]    
            g(α) = 5f (α) – 2f (α) – 3f (β) = 3f (α) – 3f (β) = 3[ f (α) – f (β)] 
            g(β) = 5f (β) – 2f (α) – 3f (β) = 2f (β) – 2f (α) = –2[ f (α) – f (β)] 
Άρα     g(α) g(β) = –6 [f (α) – f (β) 2]  < 0 

Κατά το θεώρηµα  Bolzano,  η εξίσωση   g(x) = 0  έχει µία τουλάχιστον  
ρίζα   ξ∈ (α, β) 
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7. 
Έστω συνάρτηση  f  συνεχής στο διάστηµα  [0 , 2α]  µε  f (0) =f (2α).  Να 

αποδείξετε ότι υπάρχει  ξ∈[0 , α]  τέτοιος , ώστε   f (ξ) = f (ξ + α) . 

Προτεινόµενη λύση 

Αναζητώ ρίζα της εξίσωσης     f (x) = f (x + α)   στο διάστηµα  [0 , α]   
                                                  f (x) –f (x + α) = 0 
Θεωρώ τη συνάρτηση   g(x) =  f (x) –f (x + α)  στο  [0 , α]  συνεχής σαν διαφορά 
συνεχών. 
Αναζητώ ρίζα της εξίσωσης   g(x) = 0 
 
Είναι    g  συνεχής  στο  [0,  α]   
            g(0) = f (0) –f (0 + α) = f (0) –f (α)  
            g(α) = f (α) –f (α + α) = f (α) –f (2α) = f (α) –f (0) 

Άρα     g(0) g(α) = – [ f (α) – f (0) 2]  ≤  0 
 
•     Όταν  g(0) g(α) = 0 ,  δηλαδή όταν  g(0) = 0   ή   g(α) =  0   η ζητούµενη ρίζα 
       είναι  0  ή   α. 
 
•     Όταν  g(0) g(α) < 0 ,   κατά το θεώρηµα  Bolzano,   
       η εξίσωση   g(x) = 0  έχει µία τουλάχιστον ρίζα  ξ∈(0, α) , άρα  ξ∈[0 , α]  
 
 
8. 
Έστω  f ,  g   συναρτήσεις συνεχείς στο διάστηµα   [α, β]   µε  g(x)≠ 0   
για κάθε  x∈[α, β] .  Να αποδείξετε ότι υπάρχει  ξ∈(α , β)  τέτοιος , ώστε    

                                    ( )
( )

f
g
ξ

ξ
 = 1

ξ −α
 + 1

ξ −β
 

Προτεινόµενη λύση 

Αναζητώ ρίζα της εξίσωσης     ( )
( )

f x
g x

 = 1
x−α

 + 1
x−β

  στο διάστηµα  (α , β)   

                                                  f (x)(x – α)(x – β) = g(x)(x – β) + g(x)(x – α) 
                                                  f (x)(x – α)(x – β) – g(x)(x – β) – g(x)(x – α) = 0 
Έστω η συνάρτηση   h(x) = f (x)(x – α)(x – β) – g(x)(x – β) – g(x)(x – α) , x∈[α , β] 
συνεχής αφού προκύπτει από πράξεις συνεχών. 
Αναζητώ ρίζα της εξίσωσης   h(x) = 0 
Είναι  h  συνεχής  στο  [α , β]   
          h(α) = – g(α)(α – β) = g(α)(β – α) 
          h(β) = – g(β)(β – α) 
Άρα   h(α) h(β) = – g(α)g(β)(β – α)2 
Όµως τα g(α) και g(β) είναι οµόσηµα διότι αν ήταν ετερόσηµα τότε στο [α, β] για την 
g συνάρτηση θα ίσχυε το θεώρηµα Bolzano  άρα θα υπήρχε η∈(α, β) ώστε g(η) = 0 
που είναι άτοπο δεδοµένου ότι g(x) ≠ 0 για κάθε  x∈[α, β]  άρα  
h(α) h(β) <0 οπότε  
Κατά το θεώρηµα  Bolzano,  η εξίσωση   h(x) = 0  έχει µία τουλάχιστον  
ρίζα   ξ∈(α, β) 
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9. 
Αν η συνάρτηση  f  είναι συνεχής στο διάστηµα  [α, β] , να αποδείξετε ότι υπάρχει  

ξ∈(α , β)  τέτοιος , ώστε  f (ξ) = 1
α −ξ

 + 1
β− ξ

 

Υπόδειξη.     
Ακολούθησε την άσκηση  8 
       
 
 
10. 
Έστω  f ,  g   συναρτήσεις συνεχείς στο διάστηµα   [α, β]   και µε τιµές στο  [α, β] .  

Αν  g(α) = β  και  g(β) = α , να αποδείξετε ότι υπάρχει  ξ∈[α, β]  τέτοιο , ώστε   

f (g(ξ)) = g(ξ) . 

Προτεινόµενη λύση 

Από υπόθεση είναι  α ≤ f (x) ≤  β   και   α ≤  g(x) ≤  β    (1)   για κάθε  x∈[α, β] 

Αναζητώ ρίζα της εξίσωσης     f (g(x)) = g(x)   στο διάστηµα  [α , β] 
                                                  f (g(x)) – g(x) = 0 
Έστω η συνάρτηση   h(x) =f (g(x)) – g(x) , x∈[α , β]  συνεχής σαν διαφορά συνεχών. 
Αναζητώ ρίζα της εξίσωσης   h(x) = 0   
 
Είναι  h  συνεχής  στο  [α , β]   

          h(α) = f (g(α)) – g(α) = f (β) – β 
(1)

≤  0 

          h(β) = f (g(β)) – g(β) = f (α) – α  
(1)

≥  0 
Άρα   h(α) h(β)≤  0  
 
•     Όταν  h(α) h(β) = 0 , δηλαδή όταν  h(α) = 0   ή   h(β) = 0 ,  ο ζητούµενος  ξ  είναι    
       το  α  ή το  β  αντίστοιχα 
 
•     Όταν  h(α) h(β) < 0 ,  κατά το θεώρηµα  Bolzano , 
       η εξίσωση   h(x) = 0  έχει µία τουλάχιστον ρίζα   ξ∈(α, β) , άρα και ξ∈[α, β] . 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 10 

11. 
Αν οι συναρτήσεις  f ,  g  είναι συνεχείς στο  ℝ  και έχουν την ίδια µέγιστη τιµή  
σε διαφορετικά σηµεία, να αποδείξετε ότι οι  fC , gC   έχουν ένα τουλάχιστον  

κοινό σηµείο. 

Προτεινόµενη λύση 

Έστω  Μ = f ( 1x ) = g ( 2x )  η  ίδια µέγιστη τιµή , όπου  1x ≠ 2x  ( ας είναι  1x < 2x ) 

Οπότε θα είναι   f (x) ≤  M   και  g (x) ≤  M   για κάθε  x       (1) 
 
Αναζητάµε ρίζα της εξίσωσης   f (x) = g (x) 
                                                    f (x) – g (x) = 0 
Έστω η συνάρτηση  h(x) =f (x) – g(x)  συνεχής σαν διαφορά συνεχών. 
Αναζητάµε ρίζα της εξίσωσης   h(x) = 0  
 

h( 1x ) = f ( 1x ) – g( 1x )  =  M – g( 1x ) 
(1)

≥  0 

h( 2x ) = f ( 2x ) – g( 2x ) = f ( 2x ) – M 
(1)

≤  0 

Άρα   h( 1x ) h( 2x )≤  0 

 
•     Όταν  h( 1x ) h( 2x ) = 0 , δηλαδή όταν  h( 1x ) = 0   ή   h( 2x ) = 0 ,  τότε η   

       ζητούµενη ρίζα της εξίσωσης   h(x) = 0   είναι  1x   ή   2x   αντίστοιχα. 

 
•     Όταν  h( 1x ) h( 2x ) < 0 , κατά το θεώρηµα  Bolzano , 

       η εξίσωση   h(x) = 0  έχει µία τουλάχιστον ρίζα   ξ  µεταξύ των  1x , 2x  
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12. 
Αν  β > 0   και   α + β < –1 , να αποδείξετε ότι η εξίσωση  3x + α 2x + β = 0  έχει τρεις 

πραγµατικές ρίζες. 

Προτεινόµενη λύση 
Θεωρούµε τη συνάρτηση   f (x) = 3x + α 2x + β ,  x∈ℝ    
που είναι συνεχής. 
Αναζητάµε τις ρίζες της εξίσωσης   f (x) = 0 

Είναι   f (0) = 30 + α 20 + β = β > 0 
           f (1) = 31 + α 21 + β = 1 + α + β < 0 ,  
                                           αφού  α + β < –1 

Άρα    f (0)⋅ f (1) < 0 

Κατά το θεώρηµα  Bolzano , 

η εξίσωση   h(x) = 0  έχει µία τουλάχιστον ρίζα 1x    

στο διάστηµα  (0 , 1). 

 
Είναι  

x
lim
→−∞

f (x) = 
x
lim
→−∞

( 3x + α 2x + β) = 
x
lim
→−∞

3x  = – ∞  

           
x
lim
→+∞

f (x) = 
x
lim
→+∞

( 3x + α 2x + β) = 
x
lim
→+∞

3x  = + ∞  

Και επειδή  f  συνεχής , το σύνολο τιµών της είναι το  (–∞ ,  + ∞ )  
Άρα υπάρχει  κ < 0, ώστε να είναι  f (κ) < 0 
και                  λ > 1 , ώστε να είναι  f ( λ) > 0 
 
f (κ)⋅ f (0) < 0  ⇒    υπάρχει  ρίζα  2x  της εξίσωσης  f (x) = 0  στο διάστηµα  (κ,  0) 

f (1) ⋅ f (λ) < 0  ⇒    υπάρχει  ρίζα  3x  της εξίσωσης  f (x) = 0  στο διάστηµα  (1,  λ) 

Η εξίσωση δε µπορεί να έχει και τέταρτη ρίζα , αφού είναι  3ου  βαθµού. 
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13. 
Η συνάρτηση  f  είναι συνεχής και περιττή στο  ℝ  µε  f (1) > 0.  Να αποδείξετε ότι η 

εξίσωση   f (ηµx) = 1 – x   έχει µία τουλάχιστον πραγµατική ρίζα. 

Προτεινόµενη λύση 

Αναζητάµε ρίζα της εξίσωσης   f (ηµx) –1 + x = 0 

Θεωρούµε τη συνάρτηση  g(x) = f (ηµx) –1 + x ,  x∈ℝ . 

Οπότε , αναζητάµε µία τουλάχιστον ρίζα της εξίσωσης  g(x) = 0 

H  g  είναι συνεχής αφού προκύπτει από σύνθεση συνεχών και πράξεις συνεχών. 

g( )2
π−  = ( )( )f

2
πηµ − – 1 – 

2
π  = f (–1) – 1 – 

2
π  = –f (1) – 1 – 

2
π  < 0 

g( )2
π  = ( )f

2
πηµ – 1 + 

2
π  = f (1) – 1 + 

2
π  =  f (1) + ( )12

π −  > 0 + 0 

Άρα  g( )2
π−  g( )2

π  < 0 

Κατά το θεώρηµα  Bolzano ,η εξίσωση   g(x) = 0  έχει µία τουλάχιστον ρίζα   

στο διάστηµα  ( ),
2 2

 π π−  
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14. 

Μια αρκετά δύσκολη άσκηση. 

Oι συναρτήσεις  f ,  g  είναι συνεχείς στο  ℝ  και για κάθε  x∈ℝ  ισχύει   

( f ο g )(x) = (g of )(x).  Αν η εξίσωση  f (x) = g(x)  είναι αδύνατη , να αποδείξετε ότι 

και η εξίσωση   f ( f (x)) = g(g(x))   είναι αδύνατη . 

Προτεινόµενη λύση 

 ( f ο g )(x) = (g of )(x)    ⇒     f (g (x)) = g( f (x))   στο  ℝ         (1) 
f (x) = g(x)  αδύνατη     ⇒     f (x) ≠  g(x)  για κάθε    x∈ℝ       (2) 

Θεωρούµε τη συνεχή συνάρτηση   h(x) = f (x) – g(x) ,  x∈ℝ .     (3) 
Οπότε η εξίσωση   h(x) = 0   είναι αδύνατη.       (4) 
 

Με την απαγωγή σε  άτοπο : 

Έστω ότι η εξίσωση  f ( f (x)) = g(g(x))  έχει ρίζα  οx  

Οπότε                        f ( f ( οx )) = g(g( οx ))       (5) 
 
(2)  ⇒     f ( οx ) ≠  g( οx ) 

Ας είναι   f ( οx ) < g( οx )  οπότε ορίζεται το διάστηµα  [ f ( οx ) ,   g( οx )] , στο οποίο 

εφαρµόζουµε το θεώρηµα  Bolzano  για τη συνάρτηση  h. 

h( f ( οx ))  
(3)

=   f ( f ( οx )) – g( f ( οx ))  
(1)

=    f ( f ( οx )) –f (g ( οx ))  

h(g( οx ))    
(3)

=   f (g ( οx )) – g(g ( οx ))    
(5)

=    f (g ( οx )) –f ( f ( οx ))  

 

Γινόµενο :      h( f ( οx )) . h(g( οx ))  =  – [ f ( f ( οx )) –f (g ( οx )) 2]  <  0 

Άρα , κατά το θεώρηµα  Bolzano ,η εξίσωση   h(x) = 0  έχει µία τουλάχιστον ρίζα , 

που είναι άτοπο , από την   (4) 
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15. 
Έστω συνάρτηση  f  συνεχής στο διάστηµα  [α, β]  και  1x , 2x ,  .  .  .  , x

ν
∈[α , β] . 

Να αποδείξετε ότι υπάρχει  ξ∈[α, β]  τέτοιο , ώστε   

                               f (ξ) = 1
ν

[ f ( 1x ) + f ( 2x ) +  .  .  .  +f ( x
ν
)] 

Προτεινόµενη λύση 

Επειδή η  f  είναι συνεχής στο κλειστό διάστηµα  [α, β] , θα έχει ελάχιστο   
m = f ( οx )   και  µέγιστο  Μ.= f ( ox′ ) ,  όπου  οx , ox′ ∈[α , β] 

Άρα θα είναι   m ≤  f ( 1x ) ≤  Μ 

                        m ≤  f ( 2x ) ≤  Μ 

                        . 
                    . 
                    . 
                        m ≤  f ( x

ν
) ≤  Μ 

Προσθέτοντας κατά µέλη έχουµε    ν m ≤  f ( 1x ) + f ( 2x ) +  .  .  .  +f ( x
ν
) ≤ ν Μ 

                                                          m ≤  1
ν

[ f ( 1x ) + f ( 2x ) +  .  .  .  +f ( x
ν
)]≤  Μ 

Κατά το θεώρηµα  ενδιάµεσων τιµών,  θα υπάρχει  ξ  µεταξύ των  οx  , ox′ , άρα και 

µεταξύ των  α, β  τέτοιο , ώστε  f (ξ) = 1
ν

[ f ( 1x ) + f ( 2x ) +  .  .  .  +f ( x
ν
)] 
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16. 
Να αποδείξετε :   Αν συνάρτηση  f  είναι συνεχής  και   “1 – 1”  σε διάστηµα  ∆,  τότε 
είναι γνησίως µονότονη στο  ∆. 

Προτεινόµενη λύση 

Έστω ότι η  f  δεν είναι γνησίως µονότονη στο  ∆. 
Τότε θα υπάρχουν  1x , 2x , 3x ∈∆  µε   1x < 2x < 3x     

τέτοια , ώστε     f( 1x ) < f( 2x )   και   f( 2x ) > f ( 3x ) 

 
•     Όταν   f( 3x )   είναι µεταξύ των  f( 1x )  και  f( 2x )    

        Τότε   f( 3x ) ∈ στο σύνολο τιµών  f (( 1x , 2x )). 
        Οπότε , κατά το θεώρηµα ενδιάµεσων τιµών ,  
        υπάρχει  ξ∈( 1x , 2x ) ,  ώστε να είναι   
        f(ξ) = f( 3x ) , που είναι άτοπο , αφού η   

        f  είναι  “1 – 1”   
 
 

•     Όταν   f( 3x ) <  f( 1x )   

        Τότε  f( 1x ) ∈ στο σύνολο τιµών  f (( 2x , 3x )). 
        Οπότε , κατά το θεώρηµα ενδιάµεσων τιµών ,  
        υπάρχει  ξ∈( 2x , 3x ) ,  ώστε να είναι   
        f(ξ) = f( 1x ) , που είναι άτοπο , αφού η   

        f  είναι  “1 – 1”   
 


